Theorie der Bewegung auf developpablen Flächen. 

Von Dip. lag. Ferd. Wittenbauer, 

Privatdacent an der k. k. technischen Hochschule zu Graz. 


(Mit 17 Holzschnitten.) 


1 . 

Die Bewegung* auf einer vorgeschriebenen Fläclie gehört 
bekanntlich zu jenen Capiteln der theoretischen Mechanik, welche 
noch eine eingehende Durchforschung als wünschenswert!! erschei¬ 
nen lassen.Von allen Problemen dieser Art ist es fast einzig das des 
sphärischen Pendels, welchem eine erschöpfende Behandlung zu 
Theil geworden. 

Indessen ist es leicht, für eine Gattung von Flächen Gesetze 
aufzustellen, welche die Behandlung von Bewegungsproblemen 
oberwähnter Art, im Principe wenigstens, aller Schwierigkeit ent¬ 
kleiden. Es sind dies die developpablen Flächen, und die Auf¬ 
stellung und beispielsweise Verwerthung jener Gesetze soll den 
Gegenstand vorliegender Abhandlung bilden. 

Zunächst sei uns gestattet, auf einige grundsätzliche Be¬ 
trachtungen über die Bewegung auf vorgeschriebenen Flächen 
allgemeiner Art zurückzugreifen. 

Bei der Bewegung auf einer vorgeschriebenen Fläche tritt zu 
der gegebenen Beschleunigung des bewegten Punktes ein Zwang 
hinzu, welcher den Punkt verhindert, die vorgeschriebene Fläche 
zu verlassen. 

Dieser Zwang kann, da er einen verändernden Einfluss auf 
die Geschwindigkeit ausübt, jederzeit durch eine Beschleunigung 
ersetzt werden. Die Richtung dieses Zwanges wird im Allgemei¬ 
nen nicht normal zur Fläche sein; bei Ausserachtlassung der 
Reibung auf der Fläche, wie im Folgenden auch angenommen 
wurde, ist dies der Fall. 
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Unter diesen Voraussetzungen zerlegen wir die Beschleuni¬ 
gung des bewegten Punktes in jedem Momente in drei Com- 
ponenten: 

1 . Nach der Richtung der Normalen der Fläche ; 

2 . Nach der Richtung der Tangente an die Bahn; 

3 . Nach der auf diesen beiden senkrecht stehenden Richtung. 

Ist 7 die gegebene Beschleu¬ 
nigung; sind 7^-, 7, und y n die oben 
erwähnten Componenten derselben; 
7r die Projection der Beschleuni¬ 
gung auf die Tangentenebene der 
Fläche, x ¥ der Winkel zwischen 7 
und 7 v, und a der Winkel zwischen 
y T und 7,, so sind die Componenten 
der Beschleunigung durch folgende 
Ausdrücke bestimmt: 



7_y = 7. cos iP 
7, = 7 • sin W. cos a 
7„ = 7. sin W. sin a. 


Die Componente yx dient zur Bestimmung des Normalwider¬ 
standes N der Fläche; ist nämlich v die Geschwindigkeit des 
bewegten Punktes, und r der Krümmungsradius des Normal¬ 
schnittes der Fläche, welcher die Bahn des Punktes in M berührt, 
so ist bekanntlich 



— 


Die Componente y t gibt die Veränderung der Geschwindig¬ 
keit; es ist somit 

dv 

dt =y ‘ 

die Tangentialbeschleunigung. 

Die Componente 7» endlich ist die Normalbeschleunigung 
der Bewegung bezüglich der Tangentenebene der Fläche. Sie 
kann bekanntlich ausgedrückt werden durch die Relation 

v z 

~R =1 ' n 

wenn R den Radius der geodätischen Krümmung bezeichnet. 
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lt =7t-cos« = ^ 
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7« = 7r.sin* = ^ 


lassen den ZlTsammenhang , der Bewegung auf der krummen 
Fläche und jener in der Ebene unmittelbar erkennen. Durch 
successive Umlegung sämmtlicher Tangentenebenen der Bahn in 
eine Ebene wird nämlich R zum Krümmungsradius der develop- 
pirten Bahn; der Bewegungszustand jedes Punktes im Develop- 
pement ist dann identisch mit dem Bewegungszustande des ent¬ 
sprechenden Punktes auf der Fläche, vorausgesetzt, dass die 
Grössen y T und ol bei der Aufrollung nicht geändert werden. 

Aus dieser Betrachtung folgt unmittelbar, dass die für die Be¬ 
wegungsgrössen der ebenen Bewegung aufgestellten Relationen 
auch für die Bewegung auf vorgeschriebenen Flächen Giltigkeit be¬ 
sitzen, nur müssen dem Obigen gemäss die Beschleunigung 7 
durch deren Projection y T auf die Tangentenebene, der Krüm¬ 
mungsradius p durch den geodätischen Krümmungsradius R, und 
der Contingenzwinkel durch den geodätischen Contingenzwinkel 
E ersetzt werden. 

Da nun ferner für die ebene Bewegung die Relationen gelten 

f C 9 f 
v = C. e ^ a und 7 = —A— e ^ ^«, 
p sm ol 7 

so kann nach Obigem für die Bewegung auf einer vorgeschriebenen 
Fläche geschrieben werden: 


-rJ 


clE 


und 


1 T-- 


C . 


r aß 

2 J t ^ 


R sin ol 


Diese Betrachtungen haben besonderen Werth für die Bewe¬ 
gung auf developpabler Fläche. Bei dieser ist nämlich das Deve- 
loppement unabhängig von der Bahn des Punktes, indem 
eben die Fläche selbst ein- für allemal in eine Ebene aufgerollt 
werden kann. Alle Bewegungen auf der Fläche lassen sich somit 
auf solche in der Ebene zurückführen. 

Diese Behauptung ist allgemein giltig, und nicht nur für den 
speciellen Fall, dass die Projection der Beschleunigung auf die 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. LXXXI. Bd. II. Abth. 4:5 
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Tangentenebene der Fläche in die Erzeugende derselben fällt — 
wie bisher angenommen wurde. 

Es lässt sich also der Satz aufstellen: „Wenn ein Punkt ge- 
nöthigt ist, sich unter dem Einflüsse irgend einer Beschleu¬ 
nigung auf einer developpablen Fläche zu bewegen, und letztere 
zu irgend einer Zeit in eine Ebene ausgebreitet wird, so beschreibt 
der Punkt die Deformationscurve seiner Bahn mit derselben 
Geschwindigkeit, mit welcher er seine Bahn auf der Fläche 
durchläuft, vorausgesetzt, dass die Beschleunigung ungeändert 
bleibt, sowohl ihrer Grösse nach, als ihrer Richtung gegen die 
Tangentenebene der Fläche“. 


2 . 

Es seien m x o v w 3 o 3 ,. • • die unmittelbar aufeinander¬ 
folgenden Erzeugenden einer beliebigen developpablen Fläche; 

Fig. 2. 

HM 



0 i 0 2> °i°z) °3°n’ * • • die entsprechenden Elemente ihrer Wende- 
curve; ferner w x m % m z . . . die Bahn des betrachteten Punktes, 
y Ti , 7 r 2 , 7 r 3? * die Projectionen seiner Beschleunigung auf die 
Tangentenebenen der Fläche, endlich a v a 2 , und ß v ß v ß 3 ,.... 
die Winkel, welche jene Projectionen mit den Tangenten der 
Bahn, respective den Erzeugenden der Fläche, einschliessen. 
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Rollen wir die betrachtete Fläche sammt den in ihr enthal¬ 
tenen Stücken in eine Ebene auf, so bleiben die Winkel a und ß 
ungeändert; die Erzeugenden der Fläche umhüllen nach der Auf¬ 
rollung* eine ebene Curve, welche die Developpirte der ursprüng¬ 
lichen Wendecurve ist. 

Da die Winkel ß bekannt sind, wenn die Beschleunigung 7 
gegeben ist, so lässt sich das resultirende ebene Bewegungs¬ 
problem in folgende Worte kleiden: 

„Es ist die Bewegung eines Punktes in der Ebene zu unter¬ 
suchen, wenn die der Grösse nach bekannte Beschleunigung des¬ 
selben jederzeit einen bestimmten Winkel einschliessen soll mit 
der Tangente, die vom bewegten Punkte an eine gegebene fixe 
Curve gezogen werden kann“. 

Auf die nähere Beleuchtung dieses Problems möge hier nicht 
eingegangen werden. Es ist aus ihm nur ersichtlich, dass es von 
Vorfheil ist, bei allen Bewegungen auf einer developpablen Fläche 
an deren Wendecurve anzubinden, weil dieselbe für alle Bewe¬ 
gungen die nämliche Rolle spielt. 

Für den specieilen Fall, dass die Projection y? der Beschleu¬ 
nigung stets in die Erzeugende der Fläche fällt, lässt sich dem 
Ausdrucke für die Geschwindigkeit 

r dIC 

c — C.e 

eine bemerkenswerthe Form geben. 

Fig- 3 . In diesem Falle sind nämlich 

sämmtliche Winkel ß gleich Null, 
ijy 5 und es berühren sämmtliche Be¬ 
schleunigungsrichtungen y T die 
Wendecurve. 

Behält man die früheren Be¬ 
zeichnungen bei, benennt ferner das 
Element der Wendecurve o t o z mit 
rfw; r und r-hdr die Fahrstrahlen 
des bewegten Punktes bezüglich o t 
und o 2 , endlich da den Contingenz- 
winkel der Wendecurve, und be 
merkt, dass m\ die Umlegung des 
Punktes m z um die Erzeugende m % o % 
45 * 
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in clie Ebene ?n l o i m 2 ist, wodurch in dE der geodätische Con- 
tingenzwinkel erscheint, so wird 

(a+r^+r/A 1 = a-h da 

also 

dE = da — da 

und 

dE da da 

tga tga tg a * 

Fällt man m 2 [x senkrecht auf m y o i} so wird, da o t pi = o 1 w?. Ä 
angesehen werden kann, 

(rn-rfr)— do> = r — m x [x 
m y u. = doi — dr. 

Ferner ist auch 

m t ja = rrfcr.cotga, 


mithin 


1 r/oj—rfr 

tg a r . da 

da dr d ru 
t£* a r r 


' dE lf . , 

-— = — l(r sina) -b 
tga 

c r^- ü 

V =-;- (r r 

r sin a 


Ist die developpable Fläche eine Cylinderfläche, so kann 
stets du = dr gesetzt werden, es wird sodann 


Für die Kegelfläche hingegen wird du = 0 , mithin 


Im ersteren Falle ist die developpirte Bewegung eine ebene 
Bewegung mit constanter Beschleunigungsrichtung, im letzteren 
Falle hat man es mit der Centralbewegung zu thun. 
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3 . 

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass es in jedem 
einzelnen Falle nothwendig sein wird, die Wendecurve einer 
Developpirung zu unterziehen, und es soll hier der Weg angege¬ 
ben werden, auf welchem dies erreicht werden kann. 

Bei der successiven Aufrollnng der Wendecurve um ihre 
Tangenten in eine Ebene bleibt jedes ihrer Bogenelemente und 
jeder ihrer Contingenzwinkel ungeändert, mithin auch der Krüm¬ 
mungsradius in jedem ihrer Punkte. 

Nennt man f, r h ’c und p die Coordinaten und den Krüm¬ 
mungsradius der Wendecurve, x, y und r die Coordinaten und 
den Krümmungsradius ihrer Developpirten, ferner da und ds die 
entsprechenden Bogenelemente beider, so muss da = ds und 
p = r sein. Nun ist 


M 

(drf )* 

UfJ 

dir 




(ein 

dH 

dt. 

dHY* 




dt' 

' dt*) 


und 


{Mar 

d' 2 i/ 


Sind ferner f\ (£, r h £) = 0 und f\ (£, r h t) = 0 die Gleichun¬ 
gen der Wendecurve, so kann p = F (£) bestimmt werden, wo¬ 
durch man erhält: 


{Mar 

d‘*y 
dx 2 


=m- 


«) 


Da weiters 



ß) 
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Diviclirt man ß ) durch a), so erhält man 

4 %) 


_ f,ff) 


1 H- ('')* 




woraus 


und 


»c.angte)=M 

^ClOC j 


Fis) 


äz=m 


*= taag/•({). 


Es ist dann aus ß) 


dx 


ML.# 

«ft -> 


sec /'(c) 


woraus 


F,(c) 

—TTn • * = ?(«)• 


7 ) 




Jsec/'(t) 

Ferner ist aus 7) 

dy =F t (ß).,in f(^). dt, 

woraus 

y = J^I (?) • siu /■(?) • <*£ = W($). e) 

Aus 8 ) und s) ergibt sich schliesslich durch Elimination von c 
die Gleichung der developpirten Wendecurve 

■V = A»- 

Ein anderer Weg, der in gewissen Fällen rascher zum Ziele 
führt, ist folgender: 

Wählt man die Bogenlänge s als unabhängig Veränderliche, 
so wird 

1 


P — 1 f 2 ( dH \ 2 (dK \ 2 


dx 1 -i- dy Z = d£ 2 -t- dn 2 ~\~ d£ = ds 2 
Da p = r ist, wird 

frfVj 2 (dw (cm* 

u/s 2 J ^U 2 J u/$ 2 J u/$ 2 J Ws 2 J 


und 
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woraus man mit Hilfe der Gleichungen für die Wendecurve auch 
finden kann 



«) 


Hiemit eombiniren wir die Gleichung 



ß) 


Durch Differentiation von | 3 .) erhalten wir 

dx d 2 x dy d % y 

ds ds 2 ds * ds 2 J 


woraus 

d 2 y d 2 x ds 

ds 2 ds 2 

ds 

und durch Substitution in a) 




woraus 


und 

sowie analog 



dx 

Setzt man = p , so wird 



F( S ).(i-/) 


7 ) 


und 


-I- -— / jF(») . c/.S. 

-- [Al v ' 

Bezieht man das eine Zeichen auf x, das andere auf y, so wird 


l /F(s).ds 


. f dx 
arc sin 

jts , 




4. 

Hinsichtlich der Bestimmung des Normaldruckes auf die 
developpable Fläche ist die folgende Bemerkung von Wichtigkeit. 

Der Normaldruck ist nach früher bestimmt durch die Glei¬ 
chung 


worin r den Krümmungshalbmesser des die Bahn berührenden 
Normalschnittes bezeichnet. 

Nun liegen aber je zwei unendlich nahen Tangentenebenen 
der developpablen Fläche parallel zu den entsprechenden des 
Richtungskegels der Fläche, indem die Erzeugenden des letzteren 
parallel sind zu denen der Fläche; es genügt daher, r für den 
Richtungskegel zu bestimmen, wobei selbstverständlich die Spitze 
des Kegels in den betreffenden Punkt der Wendecurve verlegt ge¬ 
dacht werden muss. 

Nun gilt aber für den Kegel die bekannte Relation 

r = JV, 
sinV 

worin r x den Krümmungshalbmesser des zur Erzeugenden senk¬ 
rechten Normalschnittes, und a den Winkel der Bahn mit der 
Erzeugenden bedeutet. Obige Relation für den Normaldruck N 
nimmt daher die Form an 

(v . sin a ) 2 

N = 

1 1 
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Bewegung* eines schweren Punktes auf der entwickel¬ 
baren Scliraubenfläche. 

Die entwickelbare Scliraubenfläche ist der geometrische Ort 
aller Tangenten der Schraubenlinie. Letztere ist mithin gleich¬ 
zeitig die Wendecurve der Fläche. 

Unter der Voraussetzung, dass die Axe des zugehörigen 
Kreiscylinders vom Basishalbmesser a vertikal stehe, und der 
Steigungswinkel der Wendecurve s hiesse, lauten die Gleichungen 
der letzteren 

z , z 

x = a . cos -und y = a . sin_. 

«•fy* n.tgs 

Der Krümmungshalbmesser der Wendecurve ergibt sich mit 

a 

) 2 ~~) 

cos V 

also constant; die DeveLoppirte derselben ist somit ein Kreis vom 
Radius r. 

Bei der oben angenommenen Lage der Schraubenfläche ist 
die Beschleunigung der Schwere parallel zu der Axe des Cylinders; 
die Projection der Beschleunigung auf die Tangentenebene der 
Fläche fällt somit in die Richtung der Erzeugenden. 

Die Grösse dieser Projection ist 7 T = 7. sin s = g. sin s. 
Nach der Aufrollung der Fläche berührt die Richtung von y T 
stets den Kreis vom Halbmesser r. 

Fig. 4. 
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Wählt man im Developpement den Mittelpunkt dieses Kreises 
zum Ursprünge eines Polarcoordinatensystems, so lauten die Be¬ 
wegungsgleichungen 


d' l R 

w 


— R. 



1 ) 


dR ch (Pu r 

2 dTdt^ R -dr*= lT -R- 


2 ) 


Schreibt man die Gleichung 2) in der Form 


so wird 


und 


woraus 


1 d 

R ’ Jt 




11 >R 1 ‘!/r j = 7r ' d> 


+-C, 

df 7 T rt -t- C 

Jt = 7Ü ' 


3) 


Durch Substitution dieses Ausdruckes in 1) wird 
f nv> _ 

R 3 °^- 1t R^R % — r* = (y T rt+ Cf 4) 


<eine Differentialgleichung zwischen R und t, welche nur hin¬ 
sichtlich der ersten Integration Schwierigkeiten macht, während 
die zweite Integration bekanntlich jederzeit möglich ist. Die Glei¬ 
chungen 3) und 4) zusammengenommen geben durch Elimination 
von t die Gleichung der Balm. 

Für die Geschwindigkeit v lässt sich jedoch leicht ein Aus- 


dR 

druck angeben. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 1) mit — > 
die Gleichung 2) mit R . ~,so wird nach Addition der beiden so 


umgeformten Gleichungen: 

dR d z R dR (dJP j % dy (Py _ ~\JR z __r z dR 

dt * dt 2 dt 9 ydt J ’dt * dt 2 ^ T . ß ’ dt 
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oder 1 d_ \UIRY = „ WllLr* fLR , r ( ¥ 

2 ' dt )\dt J l dt) j lT —R dt 'dt.' 

Nun ist bekanntlich 


5 (l («') = 7t * — • dR H- r,h 

“ L R 


und durch Integration 


\ •*- \ < = 7r[• rfÄ + »jrfy] -+- C. 


Setzt man 


\[ KLr* = T, 

so wird (\/K ! - r \dR f T*.dT r . 


___ =r —rare taug- 


und 1 , 1, 

2*2^ 

oder 


1 , [ T 

v 2 — — wj = T — r arc tang- h ry -+- Cj 


v % — v\ -h2y T 1 / iß* — ?‘ 2 H- r y — arc tangy ^ 1 


Ci 5) 


Die Componenten und v E der Geschwindigkeit sind durch 
die Ausdrücke gegeben: 

(l(D Y 7> H— G 

- r -1u = —r — 

Vjt = 77 = ]/v z —vJ. 
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Die Niveaulinien der Bewegung’ sind nach Obigem leicht be¬ 
stimmbar. Ihre Gleichung ist nämlich 

T 

T ~h r(f — arc tang _.) +C,=0. 

i’ 


Nun ist nach obenstehender Figur 



T 


arc tang - = 

daher 

, T 

cp —arc tang - = cp —* 
r 

und 

- 0. 


Für den Beginn der Bewegung ist 




T 0 +rm 0 +C t = 0 , 

somit nach Subtraction 

T 7 — T 0 = r(%—‘ W) 6) 

die Gleichung der Niveaulinien. Es sind somit die Evolventen des 
Kreises, dessenRadiusr ist, oder mit anderen Worten: die Evolventen 
der developpirten Wendecurve. 

Um den Normaldruck auf die Schraubenfläche zu bestimmen, 
benützen wir die in Nr. 4 gemachte Bemerkung. Der Richtungs¬ 
kegel der Schraubenfläche ist ein senkrechter Kreiskegel mit dem 
Winkel 180— 2s an der Spitze. 


Fig. 6. 
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Da ferner 


und 


* — ß ß t 

tang ß = —■- 
vr 


«0 ergibt sieh 


und 


tang ß v = 


r 


1Aß 2 —r 2 




tang a = 


VyfR 2 —V* 
. r -\-v E . 


sin 2 a = 


[v<r ,. \[ R 2 — r 2 


— t'R • r 
]fR 2 —r 2 

— VR-r}* 


R 2 v 2 


Ferner ist für einen senkrechten Kreiskegel der Normal¬ 
schnitt senkrecht zur Erzeugenden eine Kegelschnittslinie, deren 
Scheitel in jener Erzeugenden liegt. Der Krümmungshalbmesser 
r t dieses Normalschnittes ist mithin der Krümmungshalbmesser 
im Scheitel des Kegelschnittes. Dies ist aber der halbe Parameter 
p des Kegelschnittes, somit 


Wie man sich leicht überzeugen kann, wird 
p = 2T cotg Sj 

wenn T die Entfernung des Scheitels von der Kegelspitze, und s 
den Basiswinkel des Kegels bezeichnet; somit wird 

r t = T cotg s = \f R 2 — r 2 . cotg s . 

Endlich wird in dem Ausdrucke für den Normaldruck N 


7A r = <) • cos s ; 

es kann also nach entsprechender Substitution geschrieben werden: 


N 


[u 9 . [ fit 2 — r 2 — v R . r] 2 
R 2 \f R 2 — r 2 . cotg s 


7) 


ein Ausdruck, welcher nur noch durch Substitution von u 9 und v lt 
ergänzt zu werden braucht, um ihn als Function von R y <p und t 
zu erkennen. 
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6 . 

Bewegung’ eines schweren Punktes auf einem schief¬ 
liegenden Kreiscylinder. 

Wir wählen die Axe des Cylinders als Z-Axe, und senkrecht 
hierauf in irgend einem Punkte 0 die X- und Y -Axe als Axen 


Big*. 7. 



eines rechtwinkligen Coordinatensystems. Die Ebene der XZ sei 
parallel gewählt zur Beschleunigung der Schwere; sei der 
Winkel, welchen letztere mit den Erzeugenden des Cylinders 
einschliesst. 

Mit y r bezeichnen wir wieder die Projection der Beschleu¬ 
nigung (j auf die Tangentenebene des Punktes M, und mit und 
7 2 die Projectionen von y T auf die Cylindererzeugende und senk¬ 
recht darauf. 

Es ist offenbar 

= r/.sins . sinA, 

wenn A den Winkel der Normalen im Punkte M mit der XZ-Ebene 
bezeichnet, und 

7 2 = g . cos c. 

Developpiren wir nun die Cylinderfläche, und nehmen im 
Developpement die Erzeugende i¥ 0 als Y- Axe, senkrecht darauf 
die X-Axe an für ein rechtwinkliges Coordinatensystem in der 
Ebene; bezeichnen ferner den Radius der Cylindergrundfläche 

cc 

mit r, und bemerken, dass x = rA, also A = — wird, so erhalten wir 
für die Besclileunigungscomponenten der developpirten Bewegung 
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cc 

X = — q . sin £. sin - 
r = — (j . cos s 

Untenstehende Figur veranschaulicht das Oscilliren der Be¬ 
schleunigungsrichtung im Developpemenf. 

Fig. 8. 


V 

Vt 

gcose 

\ i 

'S* 

i*erx 

J 

■£ 

=gcos£ 

-ff 

yr= 

g cos e 

^-— s, -^ 

* 

■"N 

-_^l 



r7Z rn 



Die Gleichungen 1) lassen sich leicht integriren, wie folgt: 


d z a 7 
dt* 


x 


= — g. sin s. sin - 


sin e . sin —. dx 
r 


f dx) / dx) 

TT • d\ ~rr ~ — Q • si 

J Vdt) J 

1 (dxY . x 

atarj ^+ 


Für den Beginn: 


1 o • o ri 

— Vox = qr sin £ cos- h C 

2 r 


1 \(dx) z , 1 , x x 0N 

woraus g I —^ = gr sm £ (cos — — cos — ) 


dx 

oder auch —r L = 
dt 


x 




Vox h-2 gv sin £ (cos -cos —)• 

Ebenso findet man: 

d z y 

= C0S£ 




2 ) 

3) 
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1 (dy Y 

2\S) 


Für den Beginn 


o v ol - #-cos £. y 0 -\-C l 


oder auch 


1 2 , s 

2 I —öS = 9 cos s (»o—W 


= \/v 0 l-t-2r/ cos £ (y 0 —y). 


Addirt man 2) und 4), und bemerkt, dass 


_ - 4 - = v * und ü 2 h-v 2 = v 2 

<&J UJ Vo?/ ° 


so wird 


1 2 1 
— ir—- 


- v 0 2 = fjr sin £ (cos — — cos t -y-)-b# cos s (y 0 — y) t 6) 

u 7 7 


Um den höchsten Punkt zu ermitteln, welchen der bewegte 
Punkt erreichen kann, setzen wir 


wodurch aus Gleichung 5) folgt: 

®o cos £ (.Vo— Vi) = 0 


und daraus 


Vi = Vo 


2 (J COS £ ’ 


Aus Gleichung 5) folgt ferner 


dt = - 


v ol^~-fJ cos s (?/o—?/) 


t - - 1 : 

cos £ (2/0—?/) 


y cos £ ^ z (Vo y) 


7) 
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woraus t = ^ ? ji> oy —I■ cos £. (y 0 — y) j 8) 

Die Zeit, welche bis zur Erreichung des höchsten Punktes 
verflicsst, ergibt sich durch Benützung der Gleichung 7) mit 


U QV 


1 (J COS £ 

Gleichung 8) kann auch in der Form geschrieben werden: 
1 t z 

;i/ 0 —:v = 2' r/COS£ 2 


9) 


*V/ * 


Diese Gleichung ist von r ganz unabhängig; ihre rechte 
Seite ist der Ausdruck für den Weg eines Punktes, der sich 
längs einer beliebigen Erzeugenden unter Einfluss der Anfangs¬ 
geschwindigkeit v Qy und der Beschleunigung der Schwere 
bewegt. 

Diese Gleichung hat übrigens für alle Cylinderflächen Giltig¬ 
keit; sie drückt aus, dass sämmtliche Wege, welche zwischen 
zwei auf den Erzeugenden senkrechten Ebenen liegen, in gleichen 
Zeiten zurückgelegt werden, vorausgesetzt, dass die Componente 
v oy der Anfangsgeschwindigkeit dieselbe bleibe. 

Die Integration der Gleichung 3) lässt sich auf folgende 
Weise vornehmen. Es ist nämlich 

m= _ — ^ - 


Setzt man 


so wird 


v% x -h2(f r sin £ (cos — -— cos —) 
r r' 


v\ c — 2f/r sin £. cos — 
r 


2 gr sin £ 


r.d - 


dt = 


(?) 


dt = 


' sin £ (rt-f-cos 

d{~) 


2(i(j sin £ 


COS' 


woraus 


Sitzb. d. mathom-naturw. Cl.LXXXl. Hd. IT. Abth. 
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t = 


ß 


i-t- 


x — '/■> 
COS 7) 


2ag sin s J ( 

Nun ist nach dem binomischen Lehrsätze: 


& 


X . — 

cos —' 


1-H* 


IS-/ 1 /cos- 


1.3 

274 


a- 2 
COS —\ 
r 1 


1.3.5 f cos " 
27476 \ a 


Die Integration dieser einzelnen Glieder ist nach der Formel 
durchzuführen: 


j( c ° s f)" 


d :u 


cos n_1 r .sin /• 

n —lf 

n 

n 


X 

cos- 

r) 


n —2 


X 


t = 


Führt man diese Integration durch, so erhält man 

x 


\ j x . x 

)A, -sin - 

2 ag sin e I r r 


A 4 — A 9 cos — \-A~ cos 2 -. 

11 V 6 Y 


10 ) 


worin die Coöificienten A die Werthe besitzen: 


4 _1 _i_ _ 

0 2.4‘2 ’ a z 


1.3 1 1 1.3.5.7 1.3 1 

'2.4.6.8 274’ 


_1 1 1.3.5 2 1 

1 — 2'« ^2.4.6'3’« 3 ' 


1.3.5.7.9 2.4 1 
2.4.6.8.10' 3.5' a* 


_1.3 1 1 1.3.5.7 1.3 1 1.3.5.7.9.11 1.3.5 1 

'* ~ 24’ 2' ft 3 “ 1 " 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12' 2Ä6 '!?' 


A _ 1.3.5 1 1 

*0 n . /»* n* ‘i ^ 


1.3.5.7.9 1.4 1 


2.4.6' 3 * a 3 2.4.6.8.10' 3.5' « 5 ^ 2.4.6.8.10.12.14' 3,5.7' n 7 
oder in recurrenter Form ausgedrückt: 

A o = A o 

A i = A i 
A t = ( A u 1) 

3 ^ 1 2' 1 « 2 


1.3.5.7.9.11.13 1.4.6 1 

F* ~7 "b' 
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13 n 2 

2Ä‘ 2'ä 2) ’3 


A, 




1.3.5 1 13 

2A6 * 3 ’ *4 


u. s. f. 


Die Coefficienten A werden stets kleiner, wie man sich aus 
den letzten Ausdrücken überzeugen kann; ebenso nehmen die 
Potenzen des cosinus stets ab, so dass man die Reihe in der 
Gleichung 10) an einer bestimmten, der verlangten Genauigkeit 
entsprechenden Grenze wird abbrechen können, um einen Werth 
für die Zeit t zu erhalten. 

Setzt man die Ausdrücke 8) und 10) einander gleich, so er¬ 
hält man die Gleichung der Bahn. 

Der bewegte Punkt kann bei seiner Bewegung in der 
Cylinderfläche dreierlei Arten von Bahnen zurücklegen: er be¬ 
schreibt entweder volle Umläufe; er oseillirt im Cylinder, ohne die 
höchste Erzeugende desselben je zu erreichen; oder endlich er 
nähert sich der letzteren assymptotisch. 

Ob der eine oder andere dieser Fälle eintritt, lehrt eine 

iV 

Discussion der Gleichung 3). Ersetzen wir hierin - wieder durch 
A, so wird 

. __— 

— = \Jvl x -\-2gr$mz (cos A—cosA 0 ). 


Führt man für A und A 0 die halben Winkel ein, so ist 


cos A = 1—2 sin 2 - 
cos A 0 = 1—2 sin 2 ^, 


mithin cos A — cos A 0 = 2(sin 2 ^ — sin 2 ^) 


in2 _0 


und 


dx 

dt 


vl x ^Agr$m s (sin 2 ^ — sin 2 ^). 


Die Bahn des Punktes wird tangentiell zu den Erzeugenden, 
dx 

wenn — = 0 wird, d. h. 
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vlx~h4gr sin £(sin 2 — sin 2 = 0 


oder 


A v ox~^-4gr sin s sin 2 —■ 


8111 2 =' 


4 gr sin £ 


= 6 2 . 


A 

Da nun sin 2 2 < u sein muss, so kann für b> 1 derQuozient 
AA nie Null werden, und die Bahn keine Erzeugende berühren; 


dx 


dt 


für 1 ergeben sieh zwei Wertlie von sin ^ also auch von A, 

u 


welche nur durch das Vorzeichen von einander verschieden sind;, 
die Bahn berührt in diesem Falle zwei zu der untersten sym¬ 
metrisch gelegene Erzeugende. Für b = 1 endlich fallen diese 
Erzeugenden in eine einzige, die oberste des Cylinders, zusammen. 

Es finden demnach volle Umläufe, Oscillationen oder eine 
assymptotische Annäherung an die höchste Erzeugende statt, je 
nachdem b grösser, kleiner oder gleich der Einheit ist. 

Die Behandlung dieser drei Fälle ist übrigens ganz die gleiche 
wie bei der Pendelbewegung. 

Specieller Fall. Für r — oo übergeht der Cylinder in eine 
Ebene. — Verwenden wir den Ausdruck 3): 

( j v _ 

-j 7 = \f Vox-t-2gr sin s (cos A—cos A 0 ) 


und bedenken, dass jetzt r cos A = r cos A 0 ist, so wird 

dx 


woraus 


dt OX} 
f = - + C. 

Vox 


Ferner ist nach 8) 
«= 1 < 


, — 1 f 2 (J cos £ (y 0 —y )} ■ 


ycoss | 

Die Gleichsefzung dieser beiden letzten Ausdrücke gibt die 
Gleichung der Bahn 


r \ Vf „ A 

- + C. -4- C 


C g cos £ — 2v a 


Es ist dies mithin eine Parabel. 


2 (?;<,—y)• 
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Der Normalwiderstand der Fläche ergibt sich aus der Formel 

AT- C* "i"*)’ —« 


a bedeutet hierin den Winkel der Geschwindigkeit mit der Er¬ 
zeugenden des Cylinders. Nun ist aber 



h-2 gr sin £ (cosA—cosA 0 ). 


Ferner ist 


Tn- 


f— 7i‘ 


72 


somit 


— ff 2 — ff 2 sin 2 * sin 2 A— g z cos 2 £ 
= g z sin 2 £ cos 2 A, 

7 iV ——g sin £ cos A, 


und zwar nimmt man das negative Zeichen deshalb, weil für A=0 
die Componente 7 ^ dem Normaldruck der Fläche entgegengesetzt 
ist. Es wird somit 


N — — -+-2q sin £ (cos A — 
r 

r Vox 0 . " 

= -2 g sin £ cos A 0 


cos A 0 ) -\-g sin £. cos 
-h3g sin £.cos A, 


A 


•oder, wenn wir für den ersten, constanten Theil dieses Aus¬ 
druckes C setzen 

N— C —h- 3/7 sin £. cos A 11 j 

Den grössten Werth erreicht dieser Ausdruck für A = 0, d. i. 
für die unterste Erzeugende, nämlich 

N u — C — 1 — 3j^f sin $. 

Bei vollen Umläufen wird der kleinste Werth des Normal¬ 
druckes in der höchsten Erzeugenden erreicht, d. i. 

N h = C —3 ) sin£. 

Für A = ± k besitzt der Normaldruck den Mittelwerth 
zwischen N u und N kj nämlich 

N m =-- C. 

Bei Oscillationen wird der kleinste Werth des Normaldruckes 
in jener Erzeugenden erreicht, welche die Bahn des Punktes be- 

clcc 

rührt. Es wird nämlich für = 0 

dt 

N = — y N =g sin £. cos A. 
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7. 


Bewegung eines Punktes auf dev Kegelfläclie. 

Die Wendecurve der Kegelfläclie ist ein Punkt, nämlich die 
Spitze des Kegels. Die Projeetion y T der Beschleunigung 7 auf 
die Tangentenebene zerlegen wir in ihre Componenten y r und 7 ^ 
nach der Erzeugenden des Kegels und senkrecht darauf. Nach Auf¬ 
rollung des Kegels in eine Ebene haben wir es mit einem ebenen 
Bewegungsproblem zu thun, das fixirt ist durch die Ausdrücke für 
die Componenten der Beschleunigung in Polarcoordinanten: 


2 



dr d(p 
dt' dt 



i> 


wobei die Spitze des Kegels als Pol figurirt. 

Von einiger Wichtigkeit ist die Behandlung jenes Falles, in 
welchem y r als Function von y, und 7 ^ als deren erste Derivirte 
gegeben ist. Unter dieser Voraussetzung ist demnach 


d z r 

(d r f\ 

dt* ~~ r 

' Ir# J 

dr df 

, <] h 

dt ’ dt 

* dt 2 



1 1 ) 


Um zu einem Ausdrucke für die Geschwindigkeit zu gelangen, 

dv 

multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit —, die zweite 
mitr.^J, und addiren beide, so erhalten wir: 


dr dh- 

Jt'd? 



2 df d z y 
r dt'dt* 


— r dr f 



was zusammengefasst werden kann in 

1 d_(dr? 1 < l { /h? _!i ( , n 

2 dt \dt) ^ 2 ' dt r’ dt) ~dt (rf) 


oder 


d [Y dr)* f da)* 

dt Vdt) L dt J J dt ^ 
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im d mit Benützung* des bekannten Ausdruckes für die Geschwin¬ 
digkeit 

wird 

— v l = 2 Vf— Wo] 

oder auch 

v 2 = 2 rf -+- C, 2) 

Wählen wir die Polaraxe derart, dass 

V 0 = 2 r ofo 3 ) 

wird, so ist C = 0, und wir können dann schreiben: 

v* = 2rf. 2 y 

Die Gleichung* der Niveaulinien ist demnach 

rf = constant. 4) 

Um zur Gleichung* der Bahn zu gelangen, eliminiren wir vor¬ 
erst aus den Gleichungen l 1 ) die Veränderliche t 

Betrachten wir r als eine Function von y, so kann gesetzt 
werden: 

Ar Ar dp 
= dt 

und 

Ah' Ah' (A?Y Ar A*y 

At % Au^' ydt ) dtp ’ At 2 * 

Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen l 1 ), so 
übergehen dieselben in folgende: 
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oder nach oben 

m [srn- 


somit nach Elimination von 
\(dr\* 'I 


d l f t 


rus a) und ß) 




und da 

ist, ergibt sich 


r t4 —2 t- — 
d ® 2 Kd'?) 

V* = 2 )•/' 




‘PrJdrY 


df % Ulf. 


als Differentialgleichung* der Bahn. 

Die Integration derselben lässt sich auf folgende Weise vor¬ 
nehmen: Schreibt man die Gleichung in der Form 


r ^_ 2 fr-fU 

d? 2 yd®) ' ’ d? 

und bedenkt, dass der Krümmungsradius p der Bahn durch die 
Formel gegeben ist 

L* , (dry 1»/» 


r 2 -+ 



U ? J J 


‘ tlh- „ f dr \ 2 , 

r dy~ 2 l^J ~ r > 

so lässt sich der Gleichung 5) die Form geben: 

p _ 2> f 

r+yj f r -t y 


Nun ist 


r * -f '(sp , ] A= ^ und ds = p- (h , 


wenn ds das Bogenelement und (k den Contingenzwinkel be¬ 
zeichnet, somit 

elf 2 rf 

dt r v _ ( ^_ 

' * d? 
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und weiters 


di = 


dr 

fi — ■ 

1— 

f r 


. df- 


Hierin ist bekanntlich 

— 

dv 


-- = cotang (s-— f) 
und es libergeht die Gleichung 5 ) in folgende 

2 dt = —y;. cotang(c—f)J. df. 

Setzen wir hierin 

£—f = W } £ = , dz = df-hdW, 

so bekommt die Gleichung die Form 

Z' 1 

2 rfW-f- (1 h- j . cotang W) df = 0 

eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen f und 
Durch Auflösung dieser Gleichung erhält man 

daher durch Substitution in Gleichung- 7) 
di 


7 ) 


6) 


woraus 


und 


— = cotang F (y). df, 
l r = \cotang F (cp). df -+- Const. 

^ ^cotang F (<oJ.dy 


7 ) 

als Gleichung der Bahn resultirt. 

Ist beispielsweise die Beschleunigung gegeben durch ihre 
Componenten 

7,. = e'? und = e?, 
so übergeht die Gleichung 6) in 

2 ^H-(l-h cotang W) df =0 o) 

2^F 


rfcp = 


1 -+- cotang W ‘ 



Wittenbauer. 


Setzt man cotang = z, so wird d*V = — --^ 


Y (l-+-*)(lH-**) 1-hz ^1-hz 2 1 H- 2 2? 

woraus nach Integration 

9 = l - y^ Z — -h arctan# z -h k. z) 

Y ]fl-hz % J 

Die Gleichung d) lässt sich jedoch auch unmittelbar integriren, 
wodurch man erhält 


2 W -+- y -+- J cotang W. dy = & r 


Nun ist nach 7) 


J cotang *1*. */y = J cotang (e—y). </y 


_ * 


tfy = - = Zr 


daher wird 




Bemerkt man mit Hilfe dieses Ausdruckes, dass 

arc tang 3 = —arc cotg % = i (tt — k x -1- y -+- Zr) 

und setzt diesen Werth für arc tang 3 in e) ein, so übergeht diese 
Gleichung in 

y — Zr-hConst. = Z ^" 4 "^ . 
r 1 h- 3 z 7 

oder 

1 , (lH- 3) 2 (1-hCotangW) 2 . n 

e*. - Const. = - J r = \= 1 h- sin 2 ^ 

r 1-+-3 2 ln-cotang 2 ^ 7 

somit erhält man in 

C.e* = r [1 -+- sin (k t —y — Zr)] 8) 

die Gleichung der Bahn. 

Die Geschwindigkeit der Bewegung ergibt sich nach Glei- 
ehung 2 1 ) mit 


v l = 2 re* 


9 ) 
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Die Gleichung der Niveaulinien ist 

r=C l .e~'?- 10 ) 

es sind somit logarithmische Spiralen. 

8 . 

Ein weiteres Beispiel für die oben gegebene, allgemeine 
Ableitung bildet die Bewegung eines schweren Punktes auf der 
Kreiskegelfläche. 

Auch hier ergibt sich, wie im Folgenden gezeigt werden 
soll, die Beschleunigungscomponente y r als Function von <p, und 
die Componente als deren erste Derivirte. 



Um zu diesen Componenten zu gelangen, projiciren wir die 
Richtung Sg der Beschleunigung der Schwere auf die Tangenten¬ 
ebene des Kegels, und erhalten Sg\ Nennen wir s den Winkel 
zwischen Sg und der Erzeugenden, ß den Neigungswinkel von Sg 
mit der Tangentenebene, endlich W den Winkel zwischen der 
Erzeugenden und der Projection Sg 1 , so wird 

7 »' == g * cos £ . /' jx 

y,p = g . cos ß . sin W ) ' 

Um den Winkel t auszudrücken, bezeichnen wir den ver¬ 
änderlichen Winkel MA X M 0 in der Basis des Kegels mit A, und 
zählen denselben von jener Ebene an, die durch die Axe des 
Kegels und die Beschleunigungsrichtung Sg geht. 
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Ist ferner 2 a der Winkel an der Spitze des Kegels, und \x 
der Winkel der Kegelaxe mit der Beschleunigungsrichtung Sg } 

Fig. 10. 



so folgt aus dem sphärischen Dreiecke ABC , da Winkel BAC 
gleich 180 —A ist, 

cos £ = —cos,a.cosaH-sin 1 a.sina.cos A. a) 

Betrachten wir ferner zwei unendlich nahe Erzeugende SM 


Fig. 11. 



und SM { des Kegels, verlängern dieselben Uber S hinaus, so 
erhalten wir durch den Schnitt der aus S mit dem Radius gleich 
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der Einheit beschriebenen Kugel zwei sphärische rechtwinklige 
Dreiecke abc und a'bc. Hiebei ist Sb die Projection von Sg auf 
die Tangentenebene. 


Fig. 12. 



Aus abc folgt: 

cos £ = — cos ß . cos 
aus a'bc hingegen: 

cos (s — de) = — cos ß . cos (*P — dv) 
oder 


cos s h- sin ede = —- cos ß . (cos \P h- sin *P. d<p) ? 


mithin nach Abziehen der vorhergehenden Gleichung 


daher 


sin£. dz = —cosß.siniP.rfy, 
de 


cos ß . sin *P = — sin £. 


df ’ 


Differencirt man Gleichung a) nach y, so wird 

dt .... dA 

— Sin £. -r- = — Sill jul . Sin a. Sin A. 

d f f df 

daher durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen 

dA 


cos ß . sin *P = — sin p.. sin a. sin A. 


d$ 


Nun ist aber 


dA 


du sin« 


und 


A = 

Sill OL 

wenn angeiiominmen wird, dass die Winkel A und f von der¬ 
selben Erzeugenden aus gezählt werden. 

Es wird somit 


cos ß . sin iP = — sin /jl . sin A. 

Substituirt man die so erhaltenen Relationen in die Glei¬ 
chungen 1), so erhält man 
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y r — g\ — cos jul . cos a+sm \x .sin a. cos 


f-- 

[sin a 


..sinÜU. 
Um a) 


wobei 


7 9 = — g . sin [x . 

Es ist also auch hier 

7 >- = /'(?), 7 ? =/■'(?); 


/■(?) = 9 


-cos jul. cos a -t-sm /jl. sin a. cos 




sin a 


Man findet also wie in Nr. 7 


t’ 2 = 2n/ 


-cos [j i. cos a-h-sin ( a. sin a. cos — 


sin a 


2 ) 


3 ) 


Die Gleichung* der Bahn ergibt sich nach Nr. 7 , Gleichung 6) 
aus der Differentialgleichung: 


n • Y 

C~ sm -r 1 — 

O cm r/ 

(1h -— cotang V) df = 0. 

C.-t-C, cos -ß— 

1 * sin a 


4 ) 


Steht die Axe des Kreiskegels vertical, so fällt die Projection 
der Beschleunigung g der Schwere auf die Tangentenebene des 
Kegels stets in dessen Erzeugende; da deren Neigung gegen die 
Kegelaxe constant bleibt, so bestehen hier die Relationen 

yr = const., y, p = 0. 

Die in Nr. 7 gegebene Ableitung kann hier nicht vollkommen 
Terwendet werden, da y r keine Function von © ist, daher in dem 
Ausdrucke 2 ) für die Geschwindigkeit die Constante nicht gleich 
Null gesetzt werden darf. 

Wir wollen deshalb diesen Fall separat behandeln. 

Nennen wir wieder 2 a den Winkel an der Spitze des Kegels, 
so können die Bewegungsgleichungen folgendermassen ge¬ 
schrieben werden: 



5 ) 
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cfrf __ o 
dt dt dt 2 


Schreibt man 6) in cler Form 


__ =0 
r dt l ’ 


dt 


und für den Anfang* der Bewegung 

r 0 v 0? = C, 

somit 

f/y_ C 


Durch Substitution dieses Ausdruckes in 5 ) wird 


Setzt man 


so wird 


tfV C z 

dr d z r dp 

cli = p ’ l£ L = !k' v ' 


P- (I P = \^3—9 


cos a . dr 


und durch Integration 


p z = — — 2 g cos a r-\-C v 

woraus für den Anfang der Bewegung 

C x = v\ -+- 2g cos a r 0 
sich ergibt. Es ist demzufolge 

7,7 = 7 i >•*—2 g cos a r 3 —C* 


und nach Integration 




lA Cj?* 2 — 2 g cos ar 3 — C 2 
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Die Geschwindigkeit v lässt sich leicht finden aus 7) und 8), 
nämlich 

l ‘ i = [ r 7n) (£) = ^cosar.-g,«»«,- 

oder 

r 2 —i* 2 = 2(/cos a(Y 0 — r). 10) 


Die Niveaulinien sind somit Kreise. 


Fig. 13. 



Die Form der Bahn lässt sich 
leicht aus folgender Discussion ent¬ 
nehmen. Der bewegliche Punkt wird 
die Kegelspitze S nie erreichen, er 
müsste sich denn in einer Erzeu¬ 
genden bewegen; es ist dies aus 8) 
zu entnehmen, wenn man daselbst 


r == 0 setzt, in welchem Falle -~ 

dt 

= ]/ — oo wird. Der höchste und 
tiefste Punkt des Kegels, welchen 
der bewegliche Punkt überhaupt 
erreichen kann, ergibt sich aus 



nämlich: 


C\ r 2 — 2 () cos ä r :i — C z = 0 

oder 

( r 2 \ r 2 v 2 

o 9 1 o • O u O'0 r\ 

V - V — H- i' 0 - : -0 

1 2g cos cc ) 2//cos « 


ii) 


Von den drei Wurzeln, welche diese Gleichung für r gibt, ist 
eine negativ, wie das Zeichen des letzten Gliedes lehrt; es brau¬ 
chen daher nur die beiden anderen Wurzeln näher beachtet zu 
werden. Dieselben können aber entweder beide imaginär, oder 
beide nur reell und gleichbezeichnet sein; wie jedoch das Vor¬ 
zeichen minus von r 2 lehrt, können, wenn reelle Wurzeln auftreten, 
beide nur positiv sein. 

Die Frage reducirt sich also darauf, ob die beiden übrigen 
Wurzeln der Gleichung reell oder imaginär sind. 

Bildet man das charakteristische'Binom der cubischcn Glei¬ 
chung, so findet man 
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27 rlff* cos 2 


v 0 \— (y\-+-2r 0 g cos a) 3 


< 0 . 

> 0 . 


.reelle Wurzeln, 

. imaginäre Wurzeln. 


Man kann sich nun leicht überzeugen, dass letzterer Fall nie 
cintreten kann. Denn für v 0 = v 0(p übergeht die gegebene cubische 
Gleichung in 


2g cos 


"+" r o 


/)l2 yj.2 


2g cos 


oder 


(»-»■.) (»■’ 


2g cos a 2g COS a 

woraus sich als Wurzeln der Gleichung ergeben 


-.)=o, 



l/l 

r v\ " 

1 2 y 

Vö 

2 4 g cos a | 


\A() COS OL) 

1 

' 2fj COS « 

.•j - v *° 

l/l 

vl 1 

,2 

4g cos a 

/ 1 

U (j cos oej 

1 2g cos a 


r x und r 2 sind positiv, r 3 negativ, es muss also das charak¬ 
teristische Binom kleiner als Null sein. 

Wenn dies aber für v 0 = v 0? stattfindet, so muss es um so 
mehr stattfinden für v 0 >v Q ^, was ja doch in der Regel der Fall 
sein muss. 

Die cubische Gleichung 11) gibt daher stets zwei positive 
Werthe für r, es sind dies die äussersten Grenzen r max und r min 
zwischen denen sich der Punkt unaufhörlich bewegen wird, ohne 
die Kegelspitze je zu erreichen. Die Bewegung ist demzufolge 
eine Oscillation zwischen jenen Grenzen. 

Nennt man t x die Oscillationsdauer für die Bewegung vom 
höchsten bis zum tiefsten Punkte, so ist 


1 J ]/~C t r z — 2g cos ar A —Ch 

r nün 

also ein constanter Werth. Die volle Oscillationsdauer ist 


T = 2t r 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. LXXXI. Bd. II. Abth. 
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Die Gleichung der Bahn ergibt sich durch Division der Ausdrücke 
7) und 8) folgendermassen: 


ch_ 

(ho 
/ 

und hieraus 

t i o 


^ ]f C,r 2 —2</cos cxr 3 — C 2 

(y 

nV 

_ Cylr _ 

’ J r/fy-*—2# cos ar 3 — C % 


12 ) 


Der Ausdruck für — nimmt für denselben Werth von r auch 
(lo 

i 

gleiche Werthe an, nur je nachdem positiv oder negativ, der 
Quadratwurzel zufolge. Die Aste der Bahn zwischen je einem 
höchsten und tiefsten Punkte sind daher congruent. 

Ein beiläufiges Bild der Bahn im Developpement gibt fol¬ 
gende Figur: 


Fig. 14. 
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Für den Fall, dass die Anfangsgeschwindigkeit v 0 hori¬ 
zontal gerichtet ist, d. h. für v 0 = y 09 , erreichen die beiden 
Grenzen von r die Werthe 


und r 9 = -—^ - 

4g cos ä 


4</cos ol) 2g cos a 


Hiebei ist r 9 grösser oder kleiner als je nachdem--— 

2 ; g cos cc 

grösser oder kleiner als r Q ist. Im ersten Falle steigt also der 

Punkt in der Kegelfläche auf, im zweiten fällt er. 

Wird 

v * _ 

--— = , das heist v n = l fq)\ cos 

g cos« 0 ; o vj o > 


m werden r L = r % = r = r 0 . Der Punkt beschreibt in diesem Falle 
< 3 inen horizontalen Kreis in der Kegelfläche mit der constanten 
Geschwindigkeit v = ]fgr Q cos a. 


Um den Normaldruck auf die Kegelfläche zu erhalten, braucht 
man nur in Formel 7) von Nr. 5). . .r = 0 zu setzen; man erhält 
dadurch 


n=~; 




r 6 tang a 


— ff- 


sin « 


13) 


Je weiter also der bewegte Punkt von der Kegelspitze ent¬ 
fernt ist, desto kleiner ist der Normaldruck. 

Für die Bewegung des Punktes im Kreise wird: 


N = g. 


cos 2 a 

COS £ ’ 


14) 


9. 

Wir wollen im Folgenden noch zwei Fälle der Bewegung auf 
der Kegelfläche behandeln, in welchen die Beschleunigung senk¬ 
recht zu den Kegelerzeugenden bleibt. Ihre Grösse sei eine Func¬ 
tion von r. 

I. Die Beschleunigung sei dem Radiusvector direct pro¬ 
portional. 
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Dann lauten die Bewegungsgleiclnmgen: 


d 2 r (doY 

hd — 0 


dr elf 
dt dt 


d 2 <o 

r ' le = Cr 

dr 


1 ) 


c h 


Mnltipliciren wir dieselben mit— , respective mit r. und 
addiren sie, so bekommen wir, ähnlich wie früher 


1 d_ 

2 dt 


oder 


...r^ r 

dt 


Cr 


.i <h 

dt 


2 dt df 


2 ) 


Multipliciren wir hingegen die erste der Gleichungen 1) mit r 


d 2 r 2 f doY 

r - 7F‘ ~ ’ te) " 0 


und acldiren hiezu 


so bekommen wir 


(drd 

l dt) 


+ r* W - 

^ ? Vdt) ~ V ’ 


d 2 r ( dr\ 2 

dt 2 


Jt) 


oder auch 


d 2 v 2 

de ~’ 


3) 


Schreibt man ferner die zweite der Gleichungen 1) in der Form 

1 r/ / 2 d ?\ r 
- -rAr ~r)=Cr 
r dt y dt ' 

so ist nach 2) <7 2 

T,> c=2Cr 

oder (l \o i\ tm 2 

^2 ( 2 ”) = 

und daher in Vergleich mit Gleichung 3) 

d' 4 r 2 
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Setzt man r 2 = e at , so ergibt sieh 
od e' lt = 4 C 2 e yf 


und mitbin 


a m ±\/± 2C. 

Es lautet demnach die Relation zwischen r und t : 




= C x e 


V2C,t 


oder auch 


r % = C t e 


V 2C.t 


C 2 . e 


-Ysc.t 


r iVac.t , fi £ ' ^2c. t A \ 

Cg . £ —H C ^ . £ 4j 


l/2cU -f-^.cos(/2C.0^^ 2 -sin(/2C.0. 4 1 ) 

Zur Bestimmung der Constanten führt die dreimalige Dif¬ 
ferentiation dieses Ausdruckes, und Einführung von t = 0 und der 
Anfangswerthe r 0 , v 0l . und /v f für den Radiusvector und die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit. Man findet 

V 0 = Cg-H-Cg-hC^ 

2^0 V 0 r — \’%C (C v -G 2 -t-A Cg — l C 4 ) 

= -^3-^ 4 ) 


■woraus sicli für die Constanten ergibt: 

C i = 4 l’o -1- ~fj r o|/ ^(c 0? -i-«'o>) 

C % = 4 — r oj/ 

ß — C, -i-C, _* L* l ’nl 

1 3 2 


1 ß 2 = i ( C. t C 4 ) = 


I ( V— 1 V?)- 


Für gewisse Annahmen kann die Gleichung zwischen »■ und t 
vereinfacht werden. 

Setzt man nämlich für den Anfang der Bewegung voraus, dass 
v 0 =]/C. r 0 und c 0 , = i? 09 



iologie 


736 ©Akademie d. Wissensch W i11 en BW «St?' 

ist, so werden die Constanten 

C 2 = B { = U z = 0 
und die Gleichung 4) übergeht in 

r = r 0 .e 

Da ferner aus den Gleichungen 3) und 2) folgt: 


5 ) 


d 3 


, dv z 


elf 


, , = 2^ = 4 Cr* , 
dt 3 dt* dt 

und durch dreimalige Differentiation von r* = r*.e^ 2at 


wird, so ist 
und 


f n r % _ _ 

—- = 2rlCpC.e^, 

4 Cr *^ = 2 f*Cf2C~. e 


df 

dt 


woraus durch Integration 


Es ist also nach 5) und 6) 


' 2 

/£ 

f 2 

V-90 


6 ) 


7) 


die Gleichung der Bahn, welche eine logarithmische Spirale ist. 
Für die Geschwindigkeit ergibt sich der Ausdruck 

v = \j C.r- 8) 

Die Niveaulinien sind somit Kreise. 

II. Die Beschleunigung sei dem Badiusvector verkehrt pro¬ 
portional. 

Die Bewegungsgleichungen lauten dann: 


d*r 

dt* 


:_,..W 2 = 


dt 


0 ' 


clr df d*f _ C ( 
dt dt dt* \ 


9 ) 
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Um clie Gleichung- der Balm zu finden, schreiben wir die 
letztere dieser Gleichungen in der Form: 


so wird 


1 d f J 'A __ G 
r dt l dt) r ? 


r 'jt =c, *' c f 


Nimmt man an, dass die Anfangsgeschwindigkeit in die Rich¬ 
tung des Radiusvectors fällt, so wird C { = 0, und somit 


d<& Ct 
Ä = r* 5 


«) 


wodurch der ersten der Gleichungen 9) die Form gegeben werden 
kann: 


(Pr (PP 

W p" 


10 ) 


Um diese Gleichung zu vereinfachen, setzen wir 


wodurch 


r = e!°z und t = ö°, 

(Pr _ UPz dz\ _ 0 
dP~ [dfP^ M )' 6 


wird. Durch Substitution dieses Ausdruckes in 10) übergeht diese 


Gleichung in 


cPz dz C z 


Setzt man hierin = x, so wird ^ = x. ^ . mithin 
dv cid* r1j 


dz 


dx C z 

x — -hx = . 

dz 


ii) 


Gelingt es, aus dieser Gleichung x = f{z) zu bestimmen, so 
findet man weiter aus ^ = x = f(z) 



und 
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somit wird 


= z . c F(z) und t = e F 


F(z) 


Durch Elimination von z aus diesen beiden Ausdrücken erhält 
man 

r =f(*)i 

und mit Hilfe von Gleichung’ «) 

r = W (o) 

als Gleichung der Bahn. 

Um einen Ausdruck für die Geschwindigkeit zu erhalten, 

clr 

multipliciren wir die beiden Gleichungen 9) mit—, respective mit 

r. und addiren dieselben, so erhalten wir: 
dt 


woraus 


1 ( v z\ = r 
2dt^ ' C elf 




12 ) 


Die Niveaulinien sind somit die Erzeugenden der Kegelfläche. 


10 . 

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich mit Leichtig¬ 
keit verwenden zur Untersuchung von Bewegungen auf vor¬ 
geschriebenen Bahnen in developpablen Flächen. 

Ist nähmlich eine beliebige developpable Fläche gegeben, und 
auf ihr irgend eine Bahn, welche der bewegte Punkt zu durch¬ 
laufen gezwungen ist, und sollen die Bewegungszustände des letz¬ 
teren in jedem Momente sowie der Normaldruck auf die Fläche 
aufgesucht werden, so developpire man die Fläche, und mit ihr 
die Bahn in eine Ebene, bestimme das Beschleunigungsgesetz 
für die developpirte Bewegung, ermittle die Geschwindigkeit v und 
den Widerstand n der ebenen Bahn. 

Der Ausdruck für den Normalwiderstand N der Fläche ist be¬ 
kanntlich : 
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v wurde soeben gefunden; a, der Winkel der Balm mit der 
Erzeugenden der Fläche, ist aus dem Developpement zu entnehmen; 
somit ist N bekannt. 

Der Totalwiderstand der vorgeschriebenen Bahn setzt sich 
zusammen aus dem Widerstande N der Fläche, und jenem n der 
developpirten Bahn; da N und n notli wendiger weise aufeinander 
senkrecht stehen, indem iViu die Normale der Fläche, n in deren 
Tangentenebene fällt, so folgt die Relation 

W=)[N*+n % . 

Eine einfache Anwendung des Vorhergehenden möge hier 
auf die Kreispendelbewegung auf cylindrischen oder konischen 
Flächen gemacht werden. Hiebei sei vorausgesetzt, dass die Fläche 
aus zwei unendlich nahen Schalen bestehe, zwischen denen sich der 
Faden des Pendels bewegen möge, so dass er sich in keiner Weise 
von der Fläche entfernen kann. 

Bei einem senkrechten Kreis cy linder 
entsteht durch das Developpement die ein¬ 
fache Kreispendelbewegung, indem die Be¬ 
schleunigung g die parallele Richtung bei¬ 
behält. Es wird also 

r * =- (y—y 0 )> 

worin y den Abstand des Punktes M von der 
durch 0 gelegten Horizontalebene bedeutet. 
Daher kann auch geschrieben werden: 

v z __ gr (cos A—cos A 0 ), 

worin r die Pendellänge und A den Auschlag- 
winkel bedeutet. Nun ist sin a = cos A, daher 
wird _ v _ v l^ 2 ff r (cos d—cos A 0 ) 

Gelangt der Punkt M in gleiche Höhe mit dem Aufhängepunkt 
0, so wird A = 90°, und 

N=0. 

Da ferner der Widerstand des Pendels in der Ebene 
v 2 ~\-rq cos A 

ii =--- 



r 
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ist, so wird 


W= \/N 2 ~h?i 2 =ji~ r 1 1R\v z ~^rg cos A)4-r 2 *; 4 cos 4 A. 

Fig. 16. Die Pendelbewegung auf einem 

senkrechten Kreiskegel kann ebenso 
untersucht werden. Nur übergeht sie 
nach dem Developpement nicht in 
eine gewöhnliche Pendelbewegung; 
denn die Beschleunigung erscheint 
nach einem in endlicher Entfernung 
gelegenen Punkte gerichtet. 

Bezeichnen R und y die Polar- 
coordinaten, y die Beschleunigung, 
n R und ft* dieComponentendes Bahn¬ 
widerstandes im Developpement, so 
wird 

d 2 R n (cfoY 

~dF~ R \ji\ ~ ~' 1 

2 — d ±^R ( ^1 — n 
dt 'dt ' ' dt' 1 ~ 



~n R 



Multiplicirt man diese Glei¬ 
chungen mit respective mit R 

tlt ilv 

und addirt sie, so erhält man: 


2 #’)- 


(IR (IR du> 


dt 


dt 


dt 

Nun ist aber 

dR df 

>>B ~dt n<f R '~dt °’ 
weil der Bahnwiderstand n auf der Geschwindigkeitsrichtung 
senkrecht steht. Es wird also 

-2y(Ä-Ä 0 ) 

und in Übereinstimmung mit Gleichung 13) aus Nr. 8, 

C 
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wenn 2a den Winkel an der Spitze des Kegels bezeichnet. Drückt 
man R durch den Ausschlagwinkel A des Pendels aus, so wird 

R 2 = D 2 ~h r z —22)r.cosA, 


somit 


N = 


_ C 

(D 2 H-r 2 —2Dr. cosÄy/j 


-(/.sin«. 


Den kleinsten Werth erreicht der Normaldruck für A = ~, nämlich 

N >-(DTry 

den grössten hingegen für A = 0, und zwar 

C 


lX (D-r) 


3 — cj . sin a. 


Ähnliche Resultate liefert die Untersuchung der Pendel- 
bewegung auf schiefliegendem Cylinder und Kegel. 


11 . 


Es ist unschwer, die bisherigen Betrachtungen auf einCapitel 
der Mechanik auszudehnen, welches freilich ausserhalb des Rah¬ 
mens dieses Aufsatzes fällt. 

Es ist dies die Theorie der Bewegung auf einer vorgeschrie¬ 
benen Bahn. 

Ist nämlich die vorgeschriebene Bahn in Form einer belie¬ 
bigen, doppelt gekrmmte n Curve gegeben, so lassen sich durch 
dieselbe unendlich viele developpable Flächen legen. Wählt man 
eine von diesen, bestimmt die Componenten der gegebenen Be¬ 
schleunigung, welche in die Normale, beziehungsweise in die 
Tangentenebene der gewählten Fläche fallen, und developpirt 
letztere sammt der n ihr gegebenen Bahn, so ist das räumliche 
Bewegungsproblem auf ein solches in der Ebene zurückgeführt. 
Man bestimme nun den Normal wider stand n der ebenen Bahn 
und die Geschwindigkeit v des bewegten Punktes, und mit Hilfe 
letzterer und des offenbar bekannten Winkels a den Normal¬ 
widerstand N der developpablen Fläche. Beide Widerstände zu¬ 
sammengenommen geben den Totalwiderstand W der vor¬ 
geschriebenen Bahn mittelst der Relation 


W — \/N z - h?/ 2 - 
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Es ist selbstverständlich, dass man von allen developpablen 
Flächen, welche durch die Bahn gelegt werden können, die ein¬ 
fachste wählen wird. Dies wird entweder eine Cylinder- oder 
Kegelfläche sein, oder aber eine durch die speciellen Eigen¬ 
schaften der Bahn besonders empfohlene; auch steht nichts im 
Wege, die Bahn selbst als Wendecurve der Fläche anzusehen. 

Zum Schlüsse dieses Aufsatzes soll noch erwähnt werden, 
wie die Theorie der Bewegung auf developpablen Flächen mit 
Vortheil angewendet werden kann auf die Bewegung eines 
Punktes auf beliebiger Fläche. 

Es kann nämlich auf einer beliebigen Fläche irgend eine Bahn 
gegeben sein, auf welcher sich der Punkt bewegen soll, und es 
kann die Frage aufgeworfen werden: Welchem Beschleunigungs¬ 
gesetze muss der bewegte Punkt unterworfen sein, wenn er bei 
seiner Bewegung auf der Fläche jene Bahn nicht verlassen soll, 
ohne dass dieselbe einen anderen Widerstand ausübe, als jenen 
normal zur Fläche? 

Dies kann in folgender Weise auf die Bewegung auf deve¬ 
loppablen Flächen zurückgeführt werden. Legt man in allen Punk¬ 
ten der gegebenen Bahn Tangentialebenen an die Fläche, so 
umhüllen dieselben eine developpable Fläche, deren Erzeugende 
die Schnittlinien sind je zweier unendlich nahen Tangential¬ 
ebenen. Dadurch wird aber die gegebene Bahn vollkommen auf 
die developpable Fläche übertragen, und das Problem ist gerade 
so zu behandeln, als wenn die Bewegung auf dieser stattfinden 
würde. Das unterliegt aber nach dem Früheren keinen Schwie¬ 
rigkeiten. 



